






Следующим шагом была оптимизация параметров технических ресурсов 
при увеличении нагрузки на распределительный центр. Интервал прибытия 
грузовиков с паллетами на распределительный центр уменьшился до 15 минут, 
а время обработки поставок составило 16 минут. Время моделирования и опти-
мизация составляло 10 000 минут. Последовательность этапов оптимизации 
была аналогична вышеуказанной. В результате оптимизации при повышенной 
нагрузке на распределительный центр общее число ячеек для паллет увеличи-
лось с 120 до 250. При этом время нахождения паллет на стеллажах составило 
5.16 минут.  
Выводы 
Осуществлена разработка структурной модели работы распределительного 
центра.  
Проведена оптимизация имитационной модели работы распределительно-
го центра за счет изменения параметров технических ресурсов. Предложенный 
алгоритм оптимизации позволяет сократить время нахождения паллет на стел-
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СИСТЕМЫ МАССОВОГО ОБСЛУЖИВАНИЯ С ЭРЛАНГОВСКИМИ 
ВХОДНЫМИ РАСПРЕДЕЛЕНИЯМИ 
 
(Поволжский государственный университет телекоммуникаций и информатики) 
 
Данная работа посвящена исследованию систем массового обслуживания 
(СМО) E2/E2/1 с эрланговскими входными распределениями 2-го порядка и с 
запаздыванием во времени. Обе эти системы относятся к типу G/G/1. В теории 
массового обслуживания исследования систем G/G/1 особо актуальны в связи с 
тем, что до сих пор не существует решения в конечном виде для общего случая. 
 





В работе авторов [1] впервые приведены результаты по исследованию системы 
M/M/1 с запаздыванием во времени со двинутыми экспоненциальными вход-
ными распределениями. Результаты работы [1] позволяют развить теорию ме-
тода спектрального разложения решения интегрального уравнения Линдли 
(ИУЛ) также на сдвинутые гиперэкспоненциальные и эрланговские распреде-
ления. Метод спектрального разложения решения ИУЛ составляет важную 
часть теории систем G/G/1. Одна из форм уравнения Линдли выглядит так: 
















При кратком изложении метода решения ИУЛ будем придерживаться 
подхода и символики автора классики теории массового обслуживания [2]. Для 
этого через )(sA*  и )(sB*  обозначим преобразования Лапласа функций плотно-
сти распределения интервалов между поступлениями и времени обслуживания 
соответственно. Суть решения ИУЛ методом спектрального разложения состо-
ит в нахождении для выражения ( ) ( ) 1** -Ч- sBsA  представления в виде произве-
дения двух множителей, которое давало бы рациональную функцию от s. Сле-
довательно, для нахождения закона распределения времени ожидания необхо-
димо следующее спектральное разложение: ( ) ( ) ( ) ( )sssBsA -+ yy=-Ч- /1** ,где ( )s+ψ  
и ( )s-y  некоторые рациональные функции от s, которые можно разложить на 
множители.  
Для системы E2/E2/1 законы распределения интервалов входного потока и 
времени обслуживания задаются функциями плотности вида: 
2 2λ( ) 4λ ta t te-= ,                    (1)              
( ) 2 2μ4μ tb t te-= .                   (2) 
Для такого общего вида задания функций (1) и (2), решения для среднего 
времени ожидания для системы E2/E2/1 в классике по теории массового обслу-
живания [2,3] авторами не найдено и поэтому это решение находим классиче-
ским методом спектрального разложения решения ИУЛ, как это показано в [3]. 
Такой подход позволяет определить не только среднее время ожидания, но и 
моменты высших порядков времени ожидания.  
Тогда, учитывая определение джиттера в телекоммуникациях как разброс 
времени ожидания от его среднего значения [5], тем самым получим возмож-
ность определения джиттера через дисперсию. 
Преобразования Лапласа функций (1) и (2) будут соответственно: 
( ) ( )
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Спектральное разложение решения ИУЛ для системы E2/E2/1: 
( ) ( ) ( ) ( )sssBsA -+ yy=-Ч- /1**  имеет вид: 
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Квадратное уравнение, полученное из числителя 
2 (2μ-λ) 8λμ 0s s+ - =  имеет 
отрицательный корень ( ) ( )
2
1 μ-λ μ-λ 8λμs- = - - + , т.к. в случае стабильной системы 
λ<μ,    т.е. ( )
μ-λ 0;> 2
3 (μ-λ) (μ-λ) 8λμ.s = - + +  
Тогда нули числителя разложения ( ) ( )ψ / ψ :s s+ -  
( ) ( ) ( )
2
1 20; μ-λ μ-λ 8λμ; 2 μ-λs s s= - = - - + - = - (два отрицательных корня и один поло-
жительный корень) 2
3 (μ-λ) (μ-λ) 8λμs = - + + . Полюсы разложения 
( ) ( )ψ / ψ : 2λ,  2μs ss s+ - = = -  (см. рис.1). 
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Рис.1. Нули и полюсы функции ( ) ( )ψ / ψs s+ -   
На рис.1 полюсы отмечены крестиками, а нули – кружками. Далее по ме-
тодике спектрального разложения найдем константу К: 
( ) ( )( )
( )
1 2 1 2
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Преобразование Лапласа функции плотности времени ожидания:  

























     (3) 
Для нахождения среднего времени ожидания найдем производную от 
функции  ( )*W s со знаком минус в точке s = 0: 
( ) ( )( )( ) ( ) ( )
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= -                          (4) 
Далее рассмотрим СМО, для которой законы распределения входного по-
тока и времени обслуживания заданы функциями плотности:
 
( ) ( ) ( )02λ2 04λ
t t
а t t t e
- -
= - ,            (5)       
( ) ( ) ( )02μ2 04μ
t t
b t t t e
- -
= -              (6) 
Такую систему обозначим 2 2Ε / Ε /1.
- -
  
Спектральное разложение решения ИУЛ для системы 2 2Ε / Ε /1.
- - имеет 
точно такой же вид, как и для системы E2/E2/1.  
Для определения неизвестных параметров распределения
2Ε
- воспользуем-
ся  преобразованием Лапласа функции (5). Среднее значение интервала между 
 





поступлениями дает первая производная от преобразования Лапласа со знаком 
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Для времени обслуживания по закону 
2Ε
- получим аналогичные выраже-
ния для интенсивности обслуживания   и коэффициента вариации μс .   
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              (10)  
Исходя из полученных параметров распределения для системы 2 2Ε / Ε /1.
- -
  время 











= -                                             (11)   
 
В табл.1 приведены данные расчетов для системы 2 2Е / Е  /1
- -
 для малой   
( )ρ 0.1 ,= средней ( )ρ 0.5=  и высокой нагрузки ( )ρ 0.9 .=  
В правой колонке приведены данные для системы E2/E2/1. Среднее время 
ожидания в системе с запаздыванием 2 2Е / Е  /1
- -  меньше, чем в системе E2/E2/1. 
 
Исходя из результатов можно сделать выводы: 
1. Систему   
    
    с запаздыванием для анализа телетрафика можно ис-
пользовать в том случае, если коэффициенты вариации интервалов поступления 
   и времени обслуживания    меньше 1/ 2 . 
2. Систему   
    
    можно использовать для диапазона изменения коэф-
фициентов вариаций интервалов поступления    и времени обслуживания    от 
0 до1/ 2 . 
3. Система   
    
   с запаздыванием на выходе обеспечивает меньшее 
время ожидания, чем обычная система E2/E2/1 за счет уменьшения коэффици-
ентов вариаций интервалов поступления    и времени обслуживания    в ре-








Таблица 1. Результаты экспериментов для СМО   
    
     и E2/E2/1 
Входные параметры Среднее время ожидания 







0,64 0,07 0,9 0,000 
0,017 
0,67 0,35 0,5 0,002 
0,70 0,64 0,1 0,013 
0,71 0,70 0,01 0,016 
0,5 
0,39 0,07 0,9 0,001 
0,390 
0,53 0,35 0,5 0,081 
0,67 0,64 0,1 0,309 
0,70 0,70 0,01 0,382 
0,9 
0,13 0,07 0,9 0,034 
4,359 
0,39 0,35 0,5 1,057 
0,64 0,64 0,1 3,519 
0,70 0,70 0,01 4,271 
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